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Sulla rappresentazione approssimata 
delle funzioni. 
(Di  FILIPPO SIBIRANI, a Mi lano. )  
Lo  studio delia rappresentazione approssimata delle funzioni ~ stato 
di recente largamente ripreso, ed i lavori in proposito si possono distinguere 
in due categorie: quelli che hanno origine dal problema della rappresenta- 
zione approssima[a di una ftmzione per mezzo di un polinomio, trattato per 
la prima volta da WEmRSTRASS (*) e quelli che traggono la loro origine dal 
problema d~ rappreseutare una fimzione mediante un polinomio che fra tutti 
quelli dello stesso grado offra la maggiore approssimazione possibile, pro- 
blema abbordato da TC~EBYCEV (**). 
Alia prima categoria ppartengolm i lavori di LANDAU (***), LEB~SGUE (****), 
(*) WEIERSTRASS, Berliner Sitzungsberichte, 1885. Sopra questo argomento si possono 
vedere i lavori di LEacH: Rozpravy ~esk2Akademie, t. I, n. ° 33, t. II, n. ° 9; Sur un point 
de la thdorie des fonctions gdneratrices d'Abel, ~cta Mathematica, t. XXVII. -- PmAnD, Traitd 
d'Analyse, t. I. - -  VOLTERRA, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 1897. -- LEBE- 
SOUE, Bulletin des Sciences Mathdmatiques, 1898. - -  MITTAG-LEFFLER, Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo, 1900. -- RUNGE, Acta Mathematica, 1885. -- INGRAMI, Sulla rappre- 
sentazione analitica per una funzione reale di due variabili reali. Tipografia Gamberini e 
Parmeggiani, Bologna, 1889. 
(**) TCHEBYC~V, Sur les questions de minima qui se rattachent ~ la rappresentation ap- 
proximative des fonctlons. M~moires de l'Acad~mie imp6riale des Sciences de S. Petersbourg, 
t. IX. Sopra lo stesso argomento veggasi: KI~CI4BERGER, Inaugural-Dissertation: Ueber Tche- 
bychefsche A~n~herungsmethoden. GSttingen, 190~, od anche; Mathematische Annalen, B. 57. 
-- BOREL, Legons sur les fonctions de variables rdelles et de ddveloppements en gries de poly- 
homes. Paris, 1905. 
(***) LANDAU, Ueber die Approximation einer stetigen Function dutch eine ga~ze ratio- 
nale Function. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXVI, 1908. 
(*~**) LEBUSGUE, Sur la rdpresentatio)~ approchde des fonctions. Rendieonti del Circolo 
Matematico di Palermo, t. XXVI, 1908. 
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DE LA VALL~E-PoussIN (*): alla seconda i lavori di YouN~ (**), FR~CHET (***) 
e TONELLI (***~'). 
Net lavori di YOUXG e FR~CI-1ET sono estesi i metodi di BOREL (vedi la 
fatta citazione) alla rappresentazione di nna funzione f(x) per mezzo di as- 
segnate funzioni contenenti un certo numero di parametri e soddisfacenti a 
determinate condizioni, da cut discende, in particolare, ]a rappresentazione 
per polinomi trigonometrici. Nel lavoro di TO~EL~t i risuitati relativi alia 
rappresentazioae approssimata di una funzione per polinomi razionali nteri 
sono ottenuti cop metodo diverso da quello tenuto da BOREL, sfruttando 
abilmente ta ben nora propriel'~, del determinanie di WA~DEU~,IO~X~)E di non 
annuilarsi quando i suoi elementi sono disuguali. I1 TONEr~LI estende pot le 
considerazioni dei polinomi di approssimazione alle funzioni di due variabili 
(dimostrando, a differenza del caso di una sola variabile, la non uuieith del 
polinomio d'approssimazione di nn dato grado per un'assegnata funzione) 
ed alle funzioni di variabile complessa. M[a quando egli viene a trattare della 
rappresentazione'approssimata di una funzione mediante polinomi trigono- 
metriei, deve rieorrere al metodo di BO.aEL, maneandogli i  sussidio della eo- 
noseenza di una propriet'~ analoga atla g[h detta deI determinante di WA~,'- 
Dm(~ONDE per un determinante analogo ehes i  pub eonsiderare in quest'ul- 
timo problema. 
La lettura delia Nota di TONELLI mi ha suggerito di vedere se i  risultati 
relativi ai.polinomi razionali i~teri si potevano estendere ai polinomi trigo- 
nometriei eollo stesso proeedimento tenuto per quelli, ehe appare dotato di 
grandissima semplieith; ed  io ho eonstatata la possibilit'h di ei6 ed insieme 
di una generalizzazione, di cut eeeo la genesi. 
Un polinomio razionate intero di due variabiti x e y di grado n si pub 
riguardare come eombinazione lineare delle ~----[~-n) funzioni x", y", x '~-~ y, 
(~) DE LA VALLI~E-PoussIN, Sur l'approximation des fonctions d'une variable rdelle et do 
leurs ddrivdes par des polgnomes et des suites limitdes de Fourier. Bulletin de l'Acad0,mie ro- 
yale de Belgique, 1908. 
(~) J. W. Yoc~G, General theo~'y of (epproximation by functions involving a given number 
of arbitra'~y parameters. Transactions of the American Mathematical Society, i907. 
(~)  ~{. FR~CHET, Sur l'approximation des fonctions par des suites trigonometriques li-
qnitdes. Comptes Rendus, 1907; Sur l'a,l)proximatio~ des fonctions conti~ues pdriodiques par 
les sommes trigonomdtriques limitdes; Am~ales de l@2cole Normede Supdrieure. 
(~*~) L. TONELLI, I polinomi di approssima, ione di Tchebychev. Annali di Matematica 
pura ed applicata, serie III, t. XV. 
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x"--" y~,..., x y, x, y, 1, alla stessa guisa che un poiinomio trigonometrico di
ordine n delle due variahili x e y si pub riguardare come combinazione ]i- 
neare delle 2n~÷2n÷l  funzioni cosrxcossy,  cosrxsensy ,  sen'rxcossy, 
senrxsensy( r~-O,  1,..., n; s=0,  1,..., n- - r ) ;  ed analogamente dicasi 
dei polinomi l"azionali interi o trigonometrici di una variabile. 
Questa osservazione mi ha suggerito di considerare in luogo di combi- 
nazioni di potenze o prodotti di potenze delle variabili ed in luogo di com- 
binazioni di prodotti di funzioni circolari di una o due variabili, combinazioni 
lineari di funzioni di una o pifi variabili, ed esaminare quali dei risultati 
contenuti nella Nora del TONELLI possono essere trasportati alle combinazioni 
lineari di funzioni e softo quali condizioni per queste ultime. I risultati che 
cosi si ottengono, oltrech~ contenere i gi~t noti, relativi ai polinomi razionali 
o trigonometcici, si possono tosto estendere a combinazioni di funzioni iper- 
boliche, di funzioni sferiche, cilindriche, ecc. 
Questo ~ roggetto della presente Nota: di parecchie proposizioni che 
enuncierb nei seguito non sono date le dimostrazioni o sono accennate per 
sommi capi, perch~ esse possono condursi come quelle date dal dott. TONELLI 
per le proposizioni analoghe sui polinomi, salvo le naturali modificazioni im- 
poste dalla generalizzazione stessa. 
1. -  Si considerino in un campo A, n funzioni delle due variabili x 
e y, finite e continue, ad un valore 
% (~, y), ~.~ (x, y ) , . . . ,  %,(~, y) (1) 
per le quali supporremo che il determinante 
(~) 
. . . . . . . . .  ° • • • 
non sia sempre nullo per qualsiasi sistema d in  punti (x,y,) scelti in A. 
Dicesi combinazione lineare delle n funzioni (1) una espressione 
p,, (x, y) = p~ % (x, y) ÷p~ ~ (x, y) ÷ . . .  + p. % (x, y) 
ore p,, p~, p~,..., p, sono costanti. 
Una combinazione lineare P,, (x, y) ~ determinata dagli n valori che essa 
assume in re punti (x,y,) in cui il determinante (2) 6 diverso da zero. Come 
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conseguenza, se due combinazioni lineari della (1) coincidono in n punti in 
cui i! determinaute (2) sin diverso da zero, coincidono ovunque. 
Le stesse due propriet~ Lanno le combinazioni lineari P .  (x) d in  fun- 
zioni 
~, (~), ~ (~),...,  ~ (x )  (3 )  
finite, continue, ad un valore, in un intervallo a . . .  b, supposto che il deter- 
minante 
I ~' (~') ~ (~) " ' " ~° (~') ! 
i 
~,  (~) ?o (~) . . .  ~ (~) (+) 
• • o * ° • , . . . .  
non sia sempre nullo per qualsiasi sistema d in  punti  scelti in a . . .  b (*). 
Se il determinante (~)~ per qualsiasi sistema d in  punti scelti in a . . .b  
diverso da zero, allora una combinazione lineare delle (3) 
po (x) = p~ ¢~ (~) + p~ ¢0 (~) ~ . . . .  + p. %, (x) 
determinata dai valori che essa assume in n punti qualsiansi di a . . .b ; .e  
conseguentemente coincidono due combiuazioni l neari delle (3) ~:e in n punti 
qualsivogliano d ia . . ,  b coincidono. 
Diremo che le (3) costituiscono un sistema regolare di n funzioni, quando 
accada che il determinante (~) ~ diverso da zero per qualunque sistema di n 
punti in a . . .b  e quando, per ogni m~2 ci sin almeno un minore di or- 
dine m diverso da zero pure per qualunque sistema di m punti Scelti in 
a . . .  b. Una combinazione lineare d in  funzioni costituenti un sistema rego- 
late ~ individuata, all'infuori di un coeffmiente di proporzionalit'~, dalla cono- 
(~) 1~ gih implicita la condizione che le funzioni siano linearmente iudipendenti, giacch~, 
se non fossero, ci sarebbe un sistema di valori pei parametri p per cui si avrebbe identica- 
mente p, ~, (x) -~ p~ ~ (x) ~ . . .  ~ p. ?~ (x) ~ 0; e quindi anche 
P~ -~ P~2-~. . .~ i~. -  P'_A_' ~,,~0 p~- ~t p~ . p~ 
con p~ =r--O. Se nel determiuante si somma alia colonna i-esima le nitre coloune ~'-esime 
( r~ 1, ~ .... , i - - i ,  i-~ 1,..., n)moltiplicate per-t°" si ha una colonna di zeri e quindi i! 
Pi 
determiuante ~ identicamente nutto. 
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s cenza d in - -1  radici. Basta osservare che se sono x,, x~,..., x,,_l le radici, 
il siste'ma 
p l ~ (xr) ÷p~ ~ (x,.) ÷ . . .  ÷ p,, ~ (x~) = 0 (r = 1, %..., ~ - -  1) 
ore si considerino p~, p~,..., p,, come incogaite, ha per caratteristica n -  1. 
E facilmente si mostra come si possa sempre costruire una combinazione 
d in  date fimzioni costituenti n a . . .  b un sistema regolare, ches i  annulla in 
n -  1 punti  assegnati di detto intervallo. 
Costituiscono, ades . ,  un sistema regolare le n funzioni 
[~ (x)y, [~ (x)]~÷',..., [~ (~)]~+°-~ 
co~ k numero positivo qualunque e ? funzione crescente e non mat nulla 
in a. . .b .  
Le 2 n ÷ 1 funzioni 1, sen x, cos x, sen °2 x, cos 2 x, . . . ,  sen n x, cos n x 
costituiscono un sistema regolare di funzioni in ogni intervallo di ampiezza 
2 ~ - -  c con ~ piccolo a piacere (*). Le ~ n ÷ 1 funzioni 1, senh x, cosli x, 
senh 2 x, cosh ~ ~¢,..., senh n x, cosh n x (funzioni iperboliche) costituiscono 
un sistema regolare di funzioni in qualunque intervallo (**). n funzioni ra- 
zionali intere 
~----:bo~.X"-l÷b~x"-~÷...÷b~_~,,.x÷b,~_~.,. (r ~ 1,~,...,  n - - - l )  
di grado non superiore ad n - -1  costituiscono in qualunque intervallo un 
sistema regolare di funzioni se i l  determinante 
bo,~ b,,~ . . . b~_1,1 
bo,~ b~.~ . . . b,_l,~ 
bo,,, bl,n • . . b , _ l , ,  
disuguale da zero (***). In particolare si possono prendere per funzioni q~,. 
(*) La dimostrazione risulta da una mia Nota- Su i  po l inomi  tr igo~wmetr ic i  ed un  de- 
te rminante  ad  essi ~'elativb. Giornale di Matematiche di Battaglini, 1909. 
(**) La dimostrazione si fa come per le funzioni circolari. 
(***) Ricordando la regola di moltiplicazione dei determinanti, si vede che il determi- 
nante (4) relativo a queste funzioni si scinde nel prodotto di un determinante di WA~DER- 
MOND~ pel. determinante sopra scritto. 
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le funzioni sferiehe di prima specie di LEGENDRE di ordine r 
X(" )= l '3"5"" (~r - -1 ) l z "  r ! ~(2.r--  r r - -  l) l) z''-, -~ r ( r - -1 ) ( r - -~2) ( r - -3 )z" - '~  2: ~. (-~ ~. i - ) -~  -- 2) .... It 
perch~ in tal caso il determinante di dianzi si riduce a 
1",3 "-1.5~-~...(~n--3) ~ (~n- - l . )  
O! 1 !2 !31 . . .n !  
Formano pure, in un qualunque intervallo che non contenga lo zero, un 
sistema regolare di i~ funzioni le funzioni di BESSEL di ~.a specie 0 ~') n(') 
. . . .  tTx 7 
'~ - -  ~ x ~=o k!  
~.. -- Tre proposizioni dimostrate da TO~ELLI sui polinomi n genera]e, 
si estendono subito alle combinazioni l neari delte funzioni (1) o (3). 
a) Se in un campo A (finito) si ha una combinazione lineare P,, (x, y) 
(o t)~ (x)) i coefficienti p non possono, in modulo, superare un certo numero 
finito dipendente solo dan  e dal massimo modulo di P,, (x, y) (o di P. (x)). 
Si prendano n punti (x,y,) pei quali il determinanie (2) sia diverso da 
zero e si considerino i valori di P. (x, y) in tall punti. I coefficienti p sono 
determinati dal sistema 
p, ~, (x, y,) -~ p~ ~ (x, y,) 4 - . . .  -~- p,, ?. (x, y,) : P,, (x, Y0 (i = 1, 2,..., n). 
Ora irldicando con D il modulo del determinaute (2) calcolato nei punti 
considerati, con Q il massimo modulo dei suoi minori di ordine n - -1 ,  e 
con M il massimo modulo di P,, (x, y), si vede, applicando la regola di 
CRaMER per la risoluzione dei sistemi di equazioni lineari, che 
ip, I< Q D 
qualunque s iar .  
b) Una varlet& G z IP,,(x, y)} di combinazioni lineari delle (1) tutte 
contenute fra due limiti finiti per le quali si ammetta la finitezza deUe deri- 
vale par~iali prime, ~ una varlet& di funzioni egualmente continue. 
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Poich~ pel teorema precedente siste un numero finito P tale che qua- 
lunque sia la combinazione lineare, risulta ]p~. ]<P.  M, ne consegue che 
se R ~ il mass imo modulo delle derivate parziali pr ime r ispetto ad x e.ad y 
delle n fuJlzioni (1), 
~P,,(x, y) .<n .P .M.R .  "~y 
Segue da un teorema di ARZEL~'~ (*). che la variefft G costituisce una va- 
riet~t di funzioni eguahnente continue. Lo stesso teorema vale per una va- 
riet'~ di P,, (x), ammessa la f initezza delle derivate delle (3). 
c) Se in urt determincdo campo A si ha una variet~ di combinazioni 
lineari delle (1) G ~ { P,,(x, y)}, sotto le ipotesi del teoremct precedente, ogni 
funzione limite di tale varieth ~ unct combinazione lineare delle (1). 
Per la dimostrazione rim~mdiamo a quella della proposizione del n. ° 3, 
§ It, ].a parte della Nora citata di TONELLL LO stesso teorema vale per le 
combinazioni  l ineari delle funzioni (3). Si pub anche solo supporre per le (3) 
la tinitezza dei rapporti  incremental i  e per le (1) quelta dei rapport i  incre- 
mental i  parziali. 
3. - -  S ia f  (x, y) una funzione reale delle variabili reali x e y data in 
un campo A ed ivi tinita, cont inua e ad un valore. Sia 
I~ (x, y) = p, % (x, y) ÷ p~ w (x, y) ÷ . . .  ÷ p° ,p~, (x, y) 
una combinazione l ineare delle n fuuzioni (1). 
La differenza 
f (x, y) - -  t",, (x, y) 
sar£ funzione finita e co~ltinua, insieme con il suo modulo,  nel campo A; 
percib I f (x ,  y ) -  P,, (x, Y) I raggiunger~ almeno una volta in A i l  suo mas- 
simo valore m. 
Questo massimo mche varia al variare dei coefficienti della combina- 
zione P~ (x, y), pub r iguardarsi  come funzione di essi coefficienti m (p~, 
p~, . . . ,  p,,). E pbich~ m ~ sempre positivo o nullo, esso ammetter'~, conside- 
rato come ihnzione dei parametr i  p, un limite inferiore I~. ~ 0. 
(~) AnZEL~, Sulle funzioni di 1D~ee. Memoria delia R. Accademia delle Scienze di Bo- 
logna, 1895. 
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Se o, siste un sistema di valori ~z~, m, . . . ,  7:,, pei parametrip tale che sia 
If( , y ) -n . (x ,  ,j) I 
essendo 
n.(x, y )==~,  (x, y )+,% ,% (x, y )+. . .+ ,~.%, (~,  y) 
si dir/t che II. (x, y) ~ una combinazione lineare della '(1) d'approssimazione 
.della funzione f ($, y). 
Eguale definizione vale per le combinazioni lineari deUe (3)di approssi- 
mazione di una data funzione f (x) finita, continua ead  un valore in a . . . b: 
$. -  Seguendo il procedimento usa;to da TONELLI nel n. ° 5 del § II 
della p. p., si pub dimostrare the per la funzione f (x ,  y) (o per la f(x)) sempre 
esiste almeno una combinazione lineare delle n funzioni (1) (o delle (3)) di 
approssimazione. 
Per te proposizioni seguenti le di-mostrazioni possono condursi hello 
stesso modo di quelle delle proposizioni dei n. i 6, 7, 8 del § I Ip .  p. del ei- 
tato lavoro. 
Se II. (x, y) ~ una co'nbinazione li~eare delle (1) di approssimazione di 
f(x, y), c II., (x, y) ove c ~ una costante, ~ una combinazione d' approssimazione 
delle slesse funzioni (I) di c ] (x, y). 
So II. (x, y) ~ una combinazione lineare delle (1) di approssimazione di 
f (x, y) e 1). (x, y) ~ u~a combinazione qualunque delte (1), [1. (x, y) -~- P~ (x, y) 
una combinazione delle (i) d'approssimazione di f (x ,  y) -b- P,, (x, y). 
l l massimo p. di If(x, y ) -  n,, (x, y)] ~ uguale tanto al massimo quanto 
al valore assoluto del minimo di f (x, y ) -  II. (x, y). 
Valgono tre proposizioni anatoghe per le combinazioni lineari delle n 
funzioni (3) d'approssimazione di f(x).  
Se P. (.x, y) ~ una combinazione lineare delle (1) per la quale in un in- 
sieme E di punti (x, y) si ha ]f(x, y ) - -P . (x ,  y) ]=p. e si indica con s un 
numero, diverso da zero, avente segno contrario a quello di f (x, y ) -  P., (x, y), 
si pub dimostrare che 
eondizione necessaria e sufficiente accib 1). (x, y) sin una combinazione 
delle (1) di approssimazione della f (x, y) ~ che non si possono trovare con- 
temporaneamente un sistema d in  numeri p~, P2,..., P. ed un sislema di va- 
lori s, i eui moduli siano compresi fra due numeri positivi s e S, tall che sin 
su tutto E 
p~ ?~ (x y) -/- p.~ ¢~ (x y) -~,- • • • -/-p. ?,, (x y) = s. (5) 
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Che la eondizione sia neeessaria si prova eosi: supposto the P. (x, y) 
sia una combinazione di approssimazione e supposto esistere il sistema di 
valori s ed il sistema dei numeri  p soddisfacenti su tutto E alia (5), si formi 
la combinazione l ineare delle (1) 
_P,, (x, y) ~-- p~ ~ (x, y) -~ p~ ,~ --t-... + p,, ?;, (x, y) 
(i p essendo quelli ehe entrano nella (5)); allora si dimostra - -  e per la di- 
mostrazione veggasi il n. ° 9, § II della p. p. della Nota pifi volte eitata 
ehe col prendere o~ suffieientemente piccolo, la eombinazione 
1:). (x, y) -- ~,~ P. (x, y) 
tale da veriiieare, in tutto A in eui le (1) sono detinite, la relazione 
i f(x, y) - - lP , , (x,  y)--o)i),,(x, Y) } i<~- '<t ' . ;  
il the g assurdo, essendo P. (x, y) una eombinazione di approssimazione. 
Che la  condizione sia sufficiente si prova in questo modo. Si supponga 
che non esistano i humeri  s e p da soddisfare su tutto E alia (5) ; supposto 
ancora the P~ (x, y) non sia combinazione di approssimazione, ma lo sia 
un'altra combinazione P',,(x, y), it massimo di I f (x,  y ) - -P ' . (x ,  Y) i sarh 
un numero ~,.' minore di ~,.: percib la differenza P,, (x, y ) -  P',, (x, y) sar~ 
diverso da zero e d! segno contrario a quello della differenza f (x  y) -- P,, (x y). 
hllora se con p',. si indicano i eoeiIicienti di / ' ,  (x, y) e con p",. quelti di 
P '  (x, y), si ha su tutto E 
(p', - p",) (x y) + - (x y) + . . .  + (p' .  - p",,) y)  = s 
ore ~ s = P. (x y) - -  P ' .  (x y); b'- - -  t~' ~--- s% 2 g., el5 the eontraddiee al sup- 
posto. 
5 . -  Per una data hmzione f(x, y) pub darsi che ci sia pi~ di una 
combinazione l iueare delle (1) d'approssimazione: basta r icordare la possi- 
bilitY, che esistano infiniti polinomi d'approssimazione di TCHEBYCEV di una 
stessa funzione f(x, y) stabilita da TONELL~. 
Se n,, (x, y) e n.  (x, y) sono due tombinazioni lineari delle (1) d'appros- 
simazione per la funzione f(x, y) ed m ~ un numero intero qualunque, 
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pure d'approssimazione ogni eombinazione 
- 1) (x, y) - - i i , ,  (x, y) 
]~ facile poi vedere ehe 
l'insieme di tutte le combinazioni delle n funzioni (1) d'approssimazione 
di u nc~ data funzione continua f (x, y), data in un caml)o A, costituisce una 
variet~ di funzioni egualmente continue, se per le (t) si ammette la finitezza 
delle derivate parziali prime, o, per lo meno, quella dei rapporti incrementali 
pa~ial i .  
Basta pereib osservare he tutte eodeste eombinazioni sono eomprese 
fra --(M-~IJ. ) e M-~y,  essendo M il massimo modulo di f (x ,  y) in A e ~. 
avendo i[ solito signifieato. 
Allora per la variet'~ delle eombinazioni G ~ lu , ,  (x, y)} di approssima- 
zione della f (x ,  y) esiste una funzione limite superiore U(x, y) ed una li- 
mite inferiore V(x,  y) entrambe continue, per le quali in tutto A si ha 
I f (x, y) - -  U (x, y) i ~-- ~.; [ f (x, y) - -  V (x, y) J ~ :J. ; I U (x, y) - -  V (x, y) ~ ~ :,. 
Se U(x, y) e V(x,  y) coineidessero in tutto A, od anche in una porzione 
superfieiale ~ del eampo stesso eomunque pieeola, od infine in n punti ehe 
non appartengono a nessuna curva t~ (x, y) = 0, allora tutte le eombinazioni 
d'approssimazione eoineiderebbero, assumendo lo stesso valore o in tutto A, 
od in o) o negli n punti non appartenenti ad aleuna eurva P. (x, y )= 0: la 
eombinazione delle (1) d'approssimazione p r la f (x ,  y) sarebbe uniea. 
Se eib non aeeade, ~ facile provare ehe preso in A ad arl)itrio un punto 
x y e seelto un numero }- eompreso fra V (x y) ed U (x y), sempre esiste una 
eombinazione lineare d'approssimazione di G ehe in x y assume il valore z. 
Chiamando spazio eompreso fra le superfiei z ~ V (x, y) e z -~ U (x, y) l'in- 
sieme dei punti x y z tall ehe x y siano coordinate di un punto di A e z sia 
eompreso fra V(xy)  e U(xy) ,  si pub dire, geometrieamente, ehe le superfiei 
z = u,. (x, y) riempiono tutto to spazio compreso fra z ~ V(x, y) e z = U(x, y). 
Per dimostrare ib osserviamo the sempre si possono trovare due nu- 
meri z, e z~ e due eombinazioni della varieth G, n('. ) e nT tall da aversi 
V(x y-) --- n": (xy) .< j<  (x y) ---- U (x y); 
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d'altra parte la combinazione 
(z - -  z,) II(~ ) (x ,  y) d -  (z.~ - -  z) II(~ ) (x,  y) 
Z~ - -  Z 1 
the in x y assume il valore z 
appart iene a G; invero si ha 
6 combinazione d'approssimazione e 
l (z - -  z,) w~:  ÷ (z~ - -  z) W:: i 
I f (x ,  y )  - -  z~ - -  z, ~-- 
quindi 
i ( z - -  z,) l f (x, y) - -  n(i) l ! ÷ i (z~ - -  z) I f (x, y) - -  ~(2 } i _ ~ 7,. 
!Z.2 - -  Zl [ 
6. -  Per le combinazioni  di a,pprossimazione di una funzione f (x )  
quaado le n funzion[ (3) costituiscono un sistema regolare possiamo dimo- 
strare alcune notevoli  proposizioni.  
Sia, come al solito, g. il massimo della differenza I f (x )  - -  ll,, (x) l in a . . .  b 
ore I],, (x) 6 una combinazione d'approssimazione la cui esistenza 6 gi'i stata 
provata. Dimostr iamo ora che 
il numero dei punt i  di a . . .  b in cui la differenza sopradetta raggiunge 
il massimo ~. ~ maggiore di n, se le (3) costituiscono un sistema regolare di n 
funzioni  i7~ a . . .  b. 
Siano x,, x, ,  x~,..., x~ i punt i  di a . . .  b in cui la, differenza sopradetta 
raggiunge il massimo ,~ e si supponga , __~ n. Allora si consideri  il s istema 
di ~ equazioni l ineari uelle p 
p~ ~, (~,) +/ )~ ?~ (~,) + . . .  +p, ,  % (~,) = ~, ~. (i = ~, ~,..., ~) (6) 
ore  ~, = 1 se f (x,) - -  n~ (x,) = ~. o s, = - l se f (x,) -u ,~ (x,) = - -  ~,.. 
Questo s istema 5 possibile, perch6 sotto le ipotesi che le (3) formino un 
sistema regolare, almetlo un determinante di ordine ~ estratto dalla matrice 
dei coefflcienti del s istema ~ diverso da zero, cosicch6 la caratteristica di 
detta matrice 6 v: di piO tutt i  i valori d ip  non possono essere nulli, perch6 
il s istema non ~ omogeneo. 
Scelto un sistema di valori p~, p.~,..., p,, che soddisfino al s istema (6), si 
formi la combinazione 
Fo (x) =p,  % (x) ÷p~ % (~) +. . .  +p .  ~ (x). 
Allora si d imostra che la  combinazione ri. (x )q -o )P .  (x), scegliendo in 
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modo opportuno % soddisferebbe alla relazione 
I f (x )  - -{r I ,  (x) ÷ ~o P~ (x) 11 ~ ~'.' ~ ~'. 
ci6 che ~ assurdo essendo [L, (x) una combinazione d'approssimazione: per 
la dimostrazione veggasi quella del n. ° 3, § I p. p. del lavoro di TONELLI. 
Dovranno dunque i punti  essere pifl di , ;  e poich~ altrettanto si pub dire 
per ogni v fino ache  esso ~ minore od uguale ad rt, la proposizione ~ di- 
mostrata. 
Supponiamo ra che le (3) siano funzioni periodiche di periodo b - -a :  
esse non possono, secondo la definizione data~ costituire in a . . .  b un sistema 
regolare di funzioni, giacch~ il determinante (4~) ~ identicamente nullo se si 
fa x,. ~ a, xs ~ b. Ma se le funzioni stesse costituiscono in ogni intervallo 
a . . .  b - -  a, con ~ piccolo a piacere, u.n sistema regolare, diremo che esse co- 
stituiscono un sistema regolare di funzioni periodiche in a.  . . b. Supponiamo 
che anche la f (x )  abbia un periodo b - -a :  allora si dimostra-: 
Se f (x) ~ periodica e di periodo b - -  a e le (3) costituiscono in a . . .  b un 
sistema regolare di funzioni  periodiche, il numero dei punt i  di ascisse non 
congrue rispelto al modulo b - -  a in cut 1 f (x) - -  n,, (x) ] raggiunge il suo mas- 
simo ~., ~ maggiore d in .  
Se fra i punti x~, x~,..., x~ non v'ha un estremo, si ripetono le consi- 
derazioni di dianzi per le quali si conclude che almeno "~-4- 1 saranno i punti 
in discorso. Questo (v --~ l)-esimo punto pu6 essere un estremo, ad es. a, nel 
qual caso anche nell'altro estremo b la suddetta differenza ha il valore [J.. 
Si cotlsidera allora il sistema (6) relativo a questi ,J-4-1 punti per la costru- 
zione di P, (x) la quale, per la periodicit'h detle (3) avr~ in b % stesso va- 
lore che in a, epper6 si toglieranno dall'intervallo a . . .  b (veggasi la citata 
dimostrazione) i , intervalli ~ di cut i punti x~, x~,..., x~ sono punti di mezzo 
e i due intervall[ ~- di cut ct e b sono estremi rispettivamente inferiore e 
superiore ed entro tutti i quali I f (x ) -  ~I,, (x)] e P,, (x) oscillano per meno 
del numero prefissato ~. Si incorte ancora nell 'assurdo della dimostrazione 
precedente, ci6 che porta a concludere che un altro punto almeno oltre i 
segnati ci dev'essere in cut l f (x  ) --1],, (x) l~  lJ., necessariamente interno ad 
a, . . .  b. 
Da qiueste due proposizioni discendono le due seguent[: 
per una funzione finita e continua f (x) i~, a . . .  b esisle una sola combi- 
nazione di al~prossimazione d lle funzioni (3) costituenti nell'intervallo stesso 
un sistema regolare, 
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Se di codeste combinazioni  ne esistessero due 
in a . . .b  
si deduce che 
n., (x), n.  (~), dail 'essere 
i f (x) - n .  (~) t -~ 7- I f (~) - fi° (~) i -~ 7- 
If n. (x) + u. (x) (x) 
ossia chen , ,  (x)-~-n.  (x) ~ combinazione l ineare delle (3) pure di approssi- 
2 
mazione per la f(x).  Di pifi se in un punto x~ 
dev'essere 
f(~,) _.  H+ (x,) + n.  (x,) 
f(~,) - -  n.  (x,) = I* e f (x,) --  fi,, (x,) =- ~ 
e se la pr ima differenza fosse uguale a - -v ,  anche le due successive sareb- 
hero uguali  a - -  u. I punt i  ore f (x) - -  n.  (x) + ft. (x) raggiunge i valori + ~. 
sono in numero  maggiore di n:  ivi le due combinazioni  ,, (x) e n,, (x) coin- 
cidono, ma allora esse coincidono in tutto a . . .  b. 
Se f (x) ~ periodica e di periodo b - -  a, e se le (3) costituiscono in a . . .  b 
un sistema regolare di funzioni period@he, esiste per f (x) una solo+ combina- 
zione d'approssimazione delle (3). 
Si perviene, con identico ragionamento,  a concludere chese  n . (x )e  
n .  (x) fossero due combinazioni  d 'appross imazione,  coinciderebbero in n 
punt i  a lmeno non congrui r ispetto al modulo  b -  a e quindi in tutto a . . .  b. 
7 . -  Se conosciamo i punt i  x,y,  in cui i f (x ,  y ) - -n . (x .  Y) T assmne 
il massimo, formiamo la matr ice 
~, (~, y,) ~ (x, y , ) . . .  ~° (x, y,) (i = 1, 2, . . . ,  % 
Se in essa un minore di ordine ~n ~ diverso da zero, si prova (come 
nel caso delle n funzioni (3) costituenti  uu sistema regolare) che almeno in 
v --t- 1 punti  [ f (x ,  y) - -  tI. (x, y) I assume il massimo ~,.. Se ~ ~ n la combina- 
zione di approssimazione ~ unica : invero il supporre chen .  (x, y) e n.  (x, y) 
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fossero due eombinazioni delle (1) di approssimazione p r f (x, y), porterebbe 
a coneludere he n~ (x, y) e n. (x, y) eoineidono in n punti in eui il deter- 
minante (2) ~ diverso da zero, eio~ eoineidono in tutto iI eampo A. 
Se le funzioni di una variabile (3) non eostituiseono un sistema regolare 
in a . . .  b, n~, essendo periodiea f(x) di periodo b - -a ,  costituiseono un si- 
sterna regolare di funzioni periodiehe nello stesso intervallo, si pub per esse 
ripetere el5 ehe abbiamo ora detto per le funzioni di due variabili. 
8 . -  Sussiste ancora la proposizione seguente, per la cui dimostra- 
zione veggasi l n. 18 del § II p. p. della Nota di TO~ELLL 
Se i~ A le (1) hanno derivate parziali (o rapporti incrementali parziali) 
finiti ed ~ data in A u~ta funzione f (x, y) continua, prefissato un numero "~ 
positivo piccolo a piacere, sempre si pub trovare uu numero pure positivo 
tale che per ogni combinazione II'~ (x, y) delle (1) d'approssimazione di una 
qualsiasi funzione g (x, y) soddisfacente in A alla limitazione 
If(x, y)-g(x, 
esista una combinazione H. (x, y) delle (1) di approssimazione di f(x, y) che 
soddisfi in A alla condizione 
t n.  (x, y) - n'., (x, y) i 
Analoga proposizione vale per le combinazioni d'approssimazione delle (3) 
di una funzione f(x). Se poi le (3) sono tall che per ogni funzione f(x) con- 
tinua, esista una sola combinazione d'approssimazione d lle (3) stesse, la 
corrispondenza fra le funzioni f(x) e le combinaz[oni d'approssimazione 
n,, (x) viene ad assumere il carattere della continuit& 
9. -  Vediamo qualehe caso in cui la determinazione della combina- 
zione di approssimazione di f (x) si pub fare per via algebrica; e indichiamo 
il modo mediante it quale si pub calcolare per f(x) la combinazione d'ap- 
prossimazione, con una approssimazione d lerminata. 
Supponiamo Che le n funzioni 
% (x), (x), ¢.(x) 
costituenti un sistema regolare in a . . .  b o un sistema rego[are di funzioni 
periodiche d aventi derivate iinite, siano esprimibili algebricamente p r una 
Sibirani: Sulla rappresentazione approssimata delle funzioni. 217 
stessa funzione • (x) the in a . . .  b b sempre ereseente (o deereseente)  ehe 
ammette ivi derivata finita esprimibile algebricamente 15er la funzione stessa. 
Anche 0gni combinazione lineare delle (3') b esprimibile algebricamente 
per + (x). 
Immagiuiamo ra che la  f(x) si possa esprimere algebricamente per la 
(x): sia f (x )= F(~, (x)); allora anche la derivata f '  (x) si pub esprimere 
dF  
per ~ (x) algebricamente, poich~ si ha f '  (x) = ~-~. ~' (x). 
Sia 
no (~) = =, % (x) + =3 ~ (x) +. . .  +.~.. ?. (x) 
la eombinazione delle (3') da determinarsi: essa sar~ esprimibile algebrica- 
mente per ,} (x) e linearmente per =1, =~,..., ~,,:-rappresentiamola coil 
* (+ (x), ~.~, %,..., ~.,,). 
Detto ~, il massimo d i l F (+(x) ) - - *  (+ (x), rc,, =~,..., =.,)] in a . . .b  esi- 
steranno n-t-1 punti distinti x~, x~,..., x,,+~ (tra i quali possono essere anehe 
a e b) soddisfaeenti alle relazioni 
P (+ (~,)) - • (+ (x,), =,, ~.~,..., =,) = ( -  1)' ~,.' (i = 1, 2,..., ~ + 1) (7) 
dove p.' ~ un numero tale che sia !t-'r =~',. 
Ora, poichb nei punti x~, x~...,  x,+,, la differenza 
] F (+ (x)) - ,  (+ (x), ~,, ~.~,..., ~..) i 
raggiunge il suo massimo ,% tall punti saranno tutti, ad eccezione al pih di 
quei due che eventualmente coincidono con a e b, radici dell'equazione 
d d 
d a: F (+ (x)) -- 3-5 ¢ (+ (x), ,.:~, ~ , . . . ,  ~,o) = 0 
epper6 avremo le n + 1 equazioni 
I +(x ' ) -  + (a) II ~ (x') - ~(b) l 13~.~ F(~ (x))-- 1 
d 
[ 
- -  d- -~ ' " "  ~=~, -=-  "" / 
(8) 
Le equazioni (7) e (8) si possono trasformare in 2 (n -~- 1) equazioni ra- 
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zionali intere in ~ (x,), ~ (x2),..., q, (x,,+l), ~,  r~,..,, v., b'-' (*) ehe formano un 
sistema possibile, giaeehg ha esistenza della eombinazione ~ gi~t provata. Fra 
le soluzioni troveremo it sistema di eoeffieienti ,%, ~,. . . ,  % ehe eidb. la vo- 
luta eombinazione d'approssimazione. 
Pure in via algebriea .si determina la eombinazione d'approssimazione 
se la ~'(x) non ~ esprimibile per la ~ (x), pureh~ le derivate ~',, ~'2,..., ~'. 
ed f' siano esse, al pari delle ~ ed f, esprimibili algebrieamente p r la t~. 
Sia f (x )  una funzione continua qualsivoglia e per le (3')valgano le ipo- 
tesi fatte in prineipio di questo paragrafo. Sia x = x (u) ha funzione inversa 
di u = ~ (x): se in f (x )  poniamo x =x  (u) avremo una funzione finita con- 
tinua e ad un valore di u nell'intervallo ~(a). . .  ~ (b), ehe indieheremo con 
0 (u). Si determini il polinomio di WEIEI~STRASS approssimata a 0 (u) a meno 
di ~, qtiantit/~ prefissata pieeola a piaeere: sia P,~ (u) eodesto poiinomio di 
grado m; allora sar/~ P,,, (,~ (x)) un polinomio di grado ~n in ~ (x) approssi- 
mato a f (x )  per meno di ~. 
Rieordiamo ehe al n. ° 8 abbiamo visto ehe, assegnato un numero posi- 
tivo -~, si pu6 determinate un numero pure positivo ~ tale ehe se n~ (x) e 
~. (x) sono le eombinazioni d'approssimazione d tle (3') per f (x )  e g (x), 
t rI~ (x) -- n,, (x) ] < -~ ogni volta ehe siat f (x )  - -  g (x) ] <: ~. Ne diseende he 
se per g (x) prendiamo P,,, (,} (x)) la eombinazione delte (3") di approssima- 
zione n. (x )e  la eombinazione d'approssimazione IL(x) della f(x) soddi- 
sfano alia relazione 
in. (x)  - n,, (x)  
Si pub dunque di una quahunque funzione continua f(x) determinate, 
con quell'approssimazione eh  si vuole, la eombinazione di approssimazione 
delle (3'), e ei5 in via algebriea, pureh~ si sappia eostruire della 0 (u) il po- 
linomio approssimato di WEIEHSTRASS pure con quelta approssimazione ehe 
si vuole, e si sappia invertire ta ~ (x). 
10. - -  Chiamasi polinomio trigonometrieo di ordine n di due variabili 
la funzione 
~" ~=o (a,.. eos r x eos s y + b,.. sen r x eos s ~l + t 
(9) 
-~- a',.~ cos r x sen s y -t- b',.~ sen r x sen s y) ; } 
(~) La ipotesi de]la crescenza (o decrescenza)di ~ (x) ei permette di prendere } (xl), 
ix2) . . . . .  } (x,), } (x~+l) come incognite in luogo di xl, x~ . . . . .  x~+~. 
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essa ~ una combinazione lineare delle 2 n~-~ - 2n+ 1 funzioni 
cosrxcossy ,  cosrxsensy ,  senrxcossy ,  
senrxsensy  (r-~O, 1, 2,..., n; s~---O, I, 2,..., n - - r )  
che considereremo nel quadrato A limitato dalle t-ette x =- - r~,  x= =, 
y~- -% y~7: .  
Si potranno definire i polinomi trigonometrici d'approssimazione di 
grado n di una data fuazione f (x,  y) iiuita, continua in A, che ammette il
periodo 2 = rispetto a ciascuna delle due variabili. II determinante (2) rela- 
tivo a 2n~+ 2 n+ l punti scelti in A non ~ identicamente nullo, guindi 
tutto cib che ~ stato detto per le combinazioni di approssimazione delle fun- 
zioni (1) di una data funzione finita continua e ad un valore f (x,  y) si pub 
ripetere per i polinomi trigonometrici d'approssimazione d lla forma (9). 
Si dice polinomio trigonometrico di una variabile di ordine n la funzione 
ao + a~ cos x ~- b~ sen x -~ a~ cos 2x -~- b~ sen2x  -~ . . . . .  ~-- a,, cosnx  -I- b,, sennx  
che ~ combinazione lineare delle 2 n -~ 1 funzioni 
1, cosx, senx,  cos2x ,  sen2x , . . . ,  cosnx ,  sennx .  (10) 
Si possono definite i polinomi trigonometrici d'approssimazione di un 
dato ordine per una funzione finita e continua f (x)  in - -= . . .~  e di pe- 
riodo 2 7:. Alcune proposizioni dimostrate nella mia Nora sui polinomi trigo- 
nometrici citata atla pag. 907 ci assicurano cbe le  (10) formano un sistema 
regolare di funzioni periodiche in - -= . . .  =: epperb si conclude: 
per ogni funzione finita, continua, periodica di pe~*iodo 2 r:, esiste uno ed 
un solo poIinomio trigonometrico di approssimazione di un dato ordine. 
E poich~ auche le n -~ 1 funzioni 
1, senhx,  coshx,  senh2x ,  cosh2x , . . . ,  senhnx ,  coshnx  ( l l )  
ore  
senh ~ -- , cosh x --  , 2 2 
costituiscono in ogni intervallo un sistema regolare di 2 n-i-1 funzioni, se chia- 
miamo polinomio iperbolico una combinazione lineare delle (11), possiamo dire 
per ogni funzione finita e continua f (x), data in un intervallo qualsivoglia, 
esiste uno ed un solo polinomio iperbolico d'approssimazio~e. 
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Si possono anche prendere in considerazione polinomi perbolici di due 
variabili. 
Sui polinomi trigonometrici ed iperbolici d'approssimazione di una fun- 
zione di una variabile c'~ da  osservare che per essi valgono le considera- 
zioni svolte al § 9. Infatti sen r x, cos r x si esprimono razionalmente per 
x 
senx e cos x, le quali si esprimono algebricamente per sen 2-, funzione 
crescente in -- r~... :v ; e senh r x, cosh r x si esprimono razionalmente per e: ~ 
funzione crescente in quahmque intervallo. La determinazione d i polinomi 
trigonometrici ed iperbolici di approssimazione si fa in via algebrica. 
Abbiamo visto che anche n funzioni sferiche di prima specie X('), 
X(~),.. . ,  X (') costituiscono in ogni intervallo un sistema regolare di funzioni, 
come pure lo formano n funzioni cilindriche di seconda specie 0 (~, 0('),..., 
0 (') in ogni intervallo non contenente lo zero; epperb 
per ogni funzione f (x) f inita e continua in un intervallo a .  . . b esiste una 
ed una sola combinazione di approssimazione delle funzioni  X ('), X(2),. . . ,  X (~) 
e, se in a .  . . b non cade l'origine, "v'ha una ed una sola combinazione di ap- 
prossimazione delle 0(~)~ 0(~),..., 0 ('). 
11. -  Sia ora f (x )  una funzione della variabile complessa x in un 
campo A ed ivi finita, continua e ad un valore. Siano poi 
~(~),  ~p~ (~),. . . ,  <p. (~) (12) 
n funzioni di x finite, continue e ad un valore nello stesso campo A. 
Si possono definire, analogamente a quanto si ~ fatto per il caso delle 
funzioni di variabile reale, le combinazioni d'approssimazione dell (12) per 
la data funzione f (x )  e anche la dimostrazione dell'esistenza di almeno una 
combinazione di approssimazione ~ analoga a quella per le funzioni di va- 
riabile reale. 
Se le (12) costituiscono in A un sistema regolare d in  funzioni, si di- 
mostra che 
i l  numero dei punt i  del campo A in cui ] f (x) - -  n.  (x) t raggiunge il suo 
massimo ~. ~ maggiore d in .  
Per la dimostrazione si vegga quella del n. ° 2 della parte terza della 
Memoria di TONELLL Segue da questo teorema, con semplici osservazioni, 
chese  n, (x) e n',, (x) fossero due combinazioni d'approssimazione di f (x ) ,  
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in pifl di n punti dovrebbero coincidere, cib che porta che esse coincidano 
in tutto A: vale, cio~, la proposizione: 
per ogni funzione finita e continua f (x) della variabile complessa x in A, 
esiste sempre una ed una sola combinazione di approssimazione di n fun- 
zioni (12) costituen~i in A stesso un sislema regolare. 
Se indichiamo con E l'insieme dei punti x di A in cui i  f (x) -- 1], (x) i ~- u. 
(~,. avendo il solito significato) e con sun  numero non nutlo tale che ta dif- 
ferenza ~ fra i l  suo argomento e quell0 di f (x ) -  IL, (x) sia in modulo mi- 
nore di -~, vale la proposizione seguente, analoga a quella dimostrata per 
le funzioni di variabile reale: 
condizione necessaria e sufficiente accib che II. (x) sia una combinazione 
d'approssimazione delle n funzioni (12) di f (x) ~ che non si possano trovare 
n humeri p~, P2,. . . ,  P,, e contemporaneamente un sistema di vaIori s soddi- 
- .z (S, s, ~ humeri reaIi po- sfaeenti tutti alle condizioni S > i s t > s I ~ t < ~" < -2- 
sitivi), in modo che sia in tutto E 
P, % (x-)+P~ ~0 (x )+. . .+po%,(x )=s .  
Per la dimostrazione veggasi quella del n. ° 4 della parte terza del lavoro 
di TONELLI. 
Analogamente a quanto s'~ fatto per le funzioni di variabile reale, si 
pub dimostrare 
se I I~ (x) e I] '  @) indicano due combinazioni d'approssimazione delle fu~i- 
zioni (12) di due funzioni f(x) e g (x) in ~4, prefissato un numero positivo 
piccolo a piacere, sempre si pub trovare un numero pure positivo z tale che 
per ogni II', (x) relatiVo a g (x) soddisfacente in A alla condizione 
i f @) - g (x) I < 
esista una combinazione I1. (x) di f (x) che soddisfi in A alla condizione 
i n .  - n ' .  
Se n~ (x) e n'. (x) sono le uniche combinazioni delle funzioni/' (x) e g (x), 
la corrispondenza fra funzione f@) e sua combinazione d'approssimazione 
ft. @) delle (12) assume il carattere della continuita. 
